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Sommario

Questa lezione e composta di due parti. Nella prima, cedbatiespiegare come si pud model-
lizzare un sistema fisico in modo da poterlo simulare su unpeaer, e come si “rappresenta”
un processo di misura su tale sistema. lllustrero poifg@gale risultato della meccanica stati-
stica: nel caso di sistemi all’equilibrio € possibile “segre” il problema in tanti sottoproblemi
piu semplici. Purtroppo pero, nei casi reali resta semapreeno un sottoproblema “difficile”,
le cui proprieta vanno derivate per mezzo del calcolatbeemeccanica statistica ci assicura
pero che le proprieta di equilibrio di un sistema sonopedidenti dal tipo di dinamica, per cui
possiamo trarre profitto dai vantaggi di una traiettori@éabria” per effettuare i calcoli.

Nella seconda parte dard un esempio di come si possontueffeitqueste misure con una
dinamica casuale, calcolando I'area di un cerchio tiranduoeri a caso.

Un avvertimento: non € la stessa cosa fare i calomtiil casoo fare i calcolia caso



Dalla Dinamica alla statistica e ritorno

Una misura effettuata su un sistema fisico comporta ne¢assante una operazionemiedia

né i nostri sensi né gli apparati sperimentali sono cagatgnere traccia delle innumerevoli
interazioni con gli atomi, le molecole e gli altri componemticroscopici della realta. Se

vogliamo ottenre per via teorica o computazionale il valdreina misura, bisogna essere
capaci di effettuare tale operazione di media sui movinggitcomponenti microscopici.

In questa prima parte si cerchera diillustrare come si‘pumdulare” un sistema fisico su un
computer (movimento delle particelle ed operazione di mjed come questo procedimento
sia pesante anche per i moderni computer, figurarsi quaralodlatori erano al piu azionati a
manovella. Ricordiamo che il tipico numero di componenti e sistema macroscopico € |l
numero di Avogadrol0?%. Per fortuna, in alcuni casi piuttosto comuni, si puo suppohe il
sistema “esplori” tutto lo spazio a disposizione, senza glteferenza che (eventualmente) il
valore dell’energia. Per esempio, le molecole di un liguidon bicchiere esplorano lo spazio
a disposizione (magari prendendo il tempo necessariogretircersene si puo lasciar cadere
una goccia di inchiostro. Se il colorante € per esempidgggero dell'acqua (si pud usare
del vino) I'energia gravitazionale concentra il coloramtalto, ma non gli fa preferire un lato
piuttosto che un altro.

In questa maniera, si puo sostituire alla simulazioneadi#iamica la ricerca dellalistri-
buzione di probabilé corrispondente ad una osservazione su tempi lunghi. Qapgt@ccio
ha una serie di vantaggi matematici, in particolare qudi rende possibilsepararegruppi
di variabili, spezzando il problema originario in una seatigoroblemi piu semplici. Resta
pero in genere unucleo durg un problema che non si puo affrontare con carta e penna ma
che va simulato al calcolatore.

A guesto punto si fa una specie di “mossa del cavallo”, e sgtandietro dalla statistica (la
distribuzione di probabilita) alla dinamica. Si cercaeciena dinamic&he coinvolga solo le
variabili del problema “duro”, che porti alla stessa distribuzione di probabilita delgema
originario. Nel fare cio, cerchiamo anche il metodo pereder@re i calcoli, ovvero cerchiamo
una dinamica che esplori piu rapidamente possibile lois@adisposizione. In genere, si usa
una dinamicatocasticache utilizzanumeri casualiil metodo Monte Carlo.

Ricordiamo lo scopo di fondo di questa simulazione: caleotielle medie, ovvero delle
somme che in termini matematici, si chiamantegrali (ovvero delle aree, volumi, ecc.). Un
esempio, il calcolo Monte Carlo dell’area di un cerchio raeliustrato nel secondo capitolo.



Figura 1.1: a) Un pallottoliere (abbaco), gia utilizzatdlemni fa dai babilonesi, egiziani
e cinesi; b) Un pallottoliere russo. Notare l'incurvaturelle stanghette metalliche, per
stabilizzare le configurazioni.

1.1 Introduzione

Calculus, in latino, era il nome del ciottolo. Come le fichdaeoulette, i ciottoli si possono
usare come gettoni per tener conto dell’andamento di urogetutti sara capitato di giocare a
sette e mezzo (0 a poker) usando dei sassolini al posto delteter E ovviamente si possono
usare i ciottoli per fare dei calcoli, dalla semplice cqpardenza 1 cittolo = 1 oggetto (per
esempio per contare le pecore di un gregge o le preghierercoosario), a corrispondenze
piu sofisticate come in un pallottolier, vedi la figura 1.1k@ scopo di usare ciottoli o altro
come ausilio del calcolo e quello di “meccanizzare” il cddcstesso, evitando di dover tenere
a memoria risultati parziali, o di dover eseguire operazi@ppo difficili.

A pensarci bene, il grosso problema dell’utilizzo di strum@usiliari come le pietruzze
e dato dal caso: una scossa al tavolo su cui stanno i sassiepamnati a seconda del loro
significato (i soldi miei contro a quelli tuoi, oppure i sassnboleggianti le centinaia contro
quelli che simboleggiano le decine) puo rovinare tutt@ltolo. In fondo il pallottoliere altro
non e che un sistema per tenere ordine tra ciottoli usatepeguire dei calcoli, e renderli
insensibili a piccole scosse.

| calcolatori altro non sono che pallottolieri sofisticatgn elettroni al posto dei ciottoli,
e anche in questo caso il caso (rumore termico) puo rovindte. Non a caso i transistor
in un computer non vengono fatti lavorare nel regime lingdove ogni perturbazione ver-
rebbe amplificata, ma in regime di saturazione, o binarioptdrcome nei pallottolieri russi
(figura 1.1-b) dove le stanghette metalliche sono piegatespeerlo piu insensibile ai disturbi.

E’ quindiironico che nel 1945 Stanislaw Ulam e John von Newnfa, 2], nell’ambito del
segretissimo progetto Manhattan, abbiano pensato dizdile i primi computer per effettuare
calcoli utilizzando numeri casuali, che a loro volta nonastatili da generare in un computer.
L'idea e quella di realizzare ysrocesso stocastidgia studiato ampiamente inmaniera teorica
nei primi anni del '900, da Einstein e Kolmogorov in partaa), ovvero un processo deter-
minato dal caso, perampionarauno spazio e in definitiva calcolare un’area, ovvero in termi
tecnici fare unintegrale Un esempio classico, che svilupperemo in seguito, e gaeital-
colare I'area di cerchio disegnato sul suolo contando gsassi gettati casualmente cadono



Figura 1.2: Il casino di Monte Carlo.

nel suo interno. L'uso di tecniche casuali (lancio di ogyetr effettuare calcoli era gia stata
utilizzata sperimentalmente alla fine dell’l800, ma ovviateeron erano mai stati utilizzati dei
computer, dato che non ancora esistevano.

Il nome Monte Carlofu suggerito da von Neumann pensando alla roulette del famos
casino, avendo saputo da Ulam che un suo zio era solitoetaeal prestito soldi con la scusa
“devo andare a Montbla bla e Carlo”.

Ma se e abbastanza intuitivo capire come si possano cedcdédle aree utilizzando dei
sassi gettati in maniera casuale, non si apprezza a fondetddo Monte Carlo se non ci si
rende conto che esiste un cammino logico che parte dademicadi un sistema fisico qual-
siasi e porta, attraverso taeccanica statisticaal calcolo di integrali complicati. A questo
punto si inserisce il calcolo Monte Carlo, che riconduceailcolo di integrali a misure ef-
fettuate su una traiettoria stocastica, ovvero sudinamicafittizia. Lo schema di base ¢ il
seguente:

Sistema fisico equilibrio Meccanica statistica  campionamento Monte Carlo
. . _— R _—> .
(equazioni del moto) ergodicita (probabilita) casuale (cammino casuale)
! ! !
Traiettorias(t) DistribuzioneP(s) Tr. stocasticas (k)
! ! !
(F) = (F) =

(F) = [ F(s)P(s) ds % i F(s(k))

Esistono notevoli vantaggi computazionali nell’'utilizzal metodo Monte Carlo rispetto
alla simulazione diretta di un sistema fisico, e non a casorsel 1953 Fermi, Pasta e Ulam
provarono a utilizzare i calcolatori, ormai non piu utdai per i calcoli della bomba atomica,
per simulare un semplice sistema fisico [3], scoprendoatad che le loro ipotesi sulle con-
dizioni per I'applicazione della meccanica statisticagsusi basa il calcolo Monte Carlo) non
erano per niente verificate...



1.2 Dalla dinamica alla statistica

Il succo della prima parte della lezione e contenuto n@tpsnte serie di uguaglianze:

1 /7 1
(Fy== [ F(st))dt= [ F(s)P(s)ds =~ F(s(k)).
/ / 3

T

Con il primo termine(F'), indico I'operazione di media su una grandezza macrosaopic
(detta osservabile), per esempio la misura della pressione di un gas. Infatthisire che
facciamo su un sistema fisico, sono in effetti delle medietiefate su tante interazioni micro-
scopiche. Nel caso della pressione, quello che misuriamhasultato di un numero molto
grande di collisioni microscopiche.

In molti casi, la fisica di Newton e sufficiente per descrd/en modellizzareil sistema
sotto esame, nel senso che conosciamo sia come rappreseaarponenti microscopici, per
esempio le molecole, sia le forze che si stabiliscono tratyu€on I'avvento del computer, €
possibile calcolare I'evoluzione temporale del sistematoxhe i sistemi sono vari, bisogna
usare notazioni diverse quando si tratta di un gas, di utaioso di un altro sistema. Pero,
in ogni caso, lostatodel sistema € dato da una lista di numeri, per esempio dafiipni
e velocita delle varie molecole. Indico questa lista di mdnaon il simbolos. Le leggi di
Newton (vedi approfondimento 4.1) ci dicono che € possibdlcolare lo stato futuro del
sistema conoscendo lo stato attuale e la forma delle foraever©, possiamo calcolare la
traiettoria dell’intero sistema, che indico cait). Sinoti che non sto parlando della traiettoria
di una determinata molecola, ma dell’insieme di tutte leettarie di tutte le molecole. Per
esempio, se ho 1000 molecole, lo statalel sistema & dato da una lista di 6000 numeri,
che corrispondono alla posizione spaziale (tre numerijaalocita (altri tre numeri) per
ogni molecola. Il tipico numero di molecole di un gas “readeil numero di Avogadro]0%.
Nessun calcolatore riesce a calcolare la traiettoria dalesistema in un tempo “ragionevole”.
Si puo dire che con un supercomputer si riesce a calcoldraiédtoria di un milione di atomi
(10°) per un tempo di qualche centinaio di nanosecondi, mettndagari una settimana di
tempo “reale”. Il problema di fondo & che il computer, pentiare errori troppo grossi, deve
avanzare con passi temporali molto piccoli (approfondimdil).

Per un calcolatore non e difficile, data la posizione istaats(t), calcolare il valore
istantaneo dell’osservabilé(s(t)), per esempio, la forza agente su una parete, da cui si ottiene
la pressione. Pero, questa sara una quantita estrertevaeiabile nel tempo, dato che si tratta
di tante collisioni ognuna delle quali avviene in un tempdtmoorto. Se il nostro strumento
di misura fosse un microfono molto sensibile, quello chagisammo & un rumore (tanti urti)
molto fluttuante. Per gli usi pratici pero siamo piu intsati al suo valore medio: gli strumenti
di misura di solito effettuano questa operazione di megtigooralesia per come sono costruiti
(per esempio perché hanno parti con grande inerzia che ossopo seguire le fluttuazioni
molecolari), sia eventualmente in maniera numerica. Sieggiamo I'operazione di media

con la prima equazione,
(F) =~ [ Flsv)
0

T

dove con il simbolor abbiamo indicato il tempo “caratteristico” dello strum@nPotrebbe
essere per esempio dell’ordine del microsecondo o del a@edirmecondo.

Il calcolo della traiettorias(¢) & perd una operazione molto impegnativa anche per un
computer, figuriamoci per un umano (anche se molti astrort@mno calcolate le traiettorie
dei pianeti a mano). Dato che solo da poco tempo esistonaoledbri, i ricercatori si sono



Figura 1.3: (a) Dominio di integrazione, la funziohés) vale 1 nel cerchio e 0 al di fuori di
guesto; (b) partizione del dominio.

ingegnati per scoprire dei metodi che permettano di oteeileralore delle osservabili dei
modelli senza dover seguire la traiettoria del sistema.

Per rendere il discorso piu intuitivo, pensiamo di pot@prasentare lo statodel sistema
come un punto in un quadrato di lat@, in due dimensioni. Il quadrato rappresentadminio
di variabilita dis. Si tenga pero presente che nel caso reale abbiamo unm sazitante
variabili, e che alcuno di queste come le velocita possormincipio variare fino all'infinito
(o meglio fino alla velocita della luce...).

Sempre per fare le cose semplici, supponiamo che la funzitee prenda il valore 1
all'interno di un cerchio di raggid@, centrato nel quadrato, e zero al di fuori, come mostrato
in figura 1.3-a. Se la traiettoria passa molto tempo vicincealtro del quadrato, il valore di
(F') saravicino ad 1, se invece la traiettoria stara molto temipino ai bordi il valore di{ F')
sara quasi zero.

Adesso dividiamo il dominio in quadrets;, numerandoli con I'indice = 1,2,..., M,
come mostrato in figura 1.3-b. Se il tempo di misura molto piu lungo del tempo di cui in
media il sistema ha bisogno per “esplorare” il dominio, @lta frazione di tempa\t¢; che
il sistema passa in ogni quadretto non dipendera dalleizimmil iniziali. Possiamo quindi
definire la distribuzione di probabilit®(s;) che mi da la probabilita che prendendo il sistema
in un istante a caso, lo trovi nel quadretf@vvero

Ps) = 24
T

Ma allora, invece di calcolare delle quantita sulla tri@ied, posso calcolare il valore delle

osservabili sul dominio, facendo una somma sui vari quadret

1 T
(F) =% | Fs(t) de = 30 (s Pls),
e nel limite in cui i quadretti diventano molto piccoli, esegdo un integrale
(Fy— 1 / F(s(t)) dt = / F(s)P(s) ds.
T Jo

In molti casi risulta molto piu facile determinare la dibtrzioneP(s) invece del calcolo della
traiettorias(t).



1.3 Ladistribuzione di probabilit a

Ma come trovare la distribuzionB(s)? Lintuizione di Boltzmann e Gibbs, all'inizio del
secolo, fu quella di presupporre che, all’equilibrio e isexsza di particolari disposizioni, la
tipica traiettoria di un sistema chiuso trascorra in ogni porzidirepazio un tempproporzio-
naleall’area della porzione stessa, ovveft;s) = costante. Come illustrato nell'approfondi-
mento 4.2, questa ipotesi € quella “piu plausibile”, iseawa di dettagliate informazioni sul
sistema.

Sempre sulla base della stessa impostazioni di “plausihiliisulta che invece la distri-
buzione di probabilita di un sistema che nello stat@bbia energid’(s), in contatto con un
serbatoio di calore a temperaturssia

exp(—E(s)/T)
7 ,

P(s) =

Dove Z = [exp(—FE(s)/T) ds € una costante necessaria a far si che la probabilita abbi
integrale uguale ad 1. Si noti che nel caso in cui la tempeadt@ molto alta, anche il sistema
con energia variabile arriva ad avere una distribuziB(e) “piatta”: quando la temperatura &
alta la traiettoria salta da tutte le parti con la stessaaiviite.

Il grosso vantaggio della formulazione di Boltzmann e Gibbmatematico (si veda I'ap-
profondimento 4.3). Se I'insieme delle variabili che alphiaindicato cons su pud spezzare
in due, per esempio le posizioni che indichiamo aoa le velocita che indichiamo cam in
maniera tale che I'energiéi(s) sia data dalla somma di una parte che dipende solo dale
da una che dipende solo datle

E(s) = E.(z) + Ey(v),
e quindi si ottiene che la distribuzione di probabilitaadidrizza,
P(s) = P.(x)P,(v).

Praticamente, il sistema si spezza in due problemi sep#gtti solo dal fatto di avere la
stessa temperatura. E, quando va bene, si puo ripetereckégso piu volte, fino ad avere
tanti problemi semplici che si possono affrontare con can@nna. Non sempre siamo cosi
fortunati, di solito si riesce a separare un gran numero dalbdi, ma resta comunque un
problema “difficile”, che va affrontato con il calcolator’ in ogni caso un bel risparmio.

Per capire come fare, cominciamo a esaminare il caso piplggmaquello “piatto”. Ab-
biamo ridotto il nostro problema al calcolo di un’area. $anao per esempio il problema del
calcolo dell’area del cerchio.



Integrali stocastici

Indipendentemente (o quasi) dalle motivazioni fisiche jai@ come si calcola un integrale
(ovvero: un’area) utilizzando dei numeri casuali.

2.1 Integrali Monte-Carlo

Vogliamo calcolare I'area di un cerchio. Ovviamente nonge®o usare la formula che ci
hanno insegnato a scuola, dato che vogliamo imparare uni@dszhe ci permetta di calcolare
aree arbitrarie, e anche volumi in molte dimensioni. Laiegstandard di tagliare il dominio
in quadretti (o cubetti, o iper-cubetti) e contare quantiare dentro alla nostra figura € un
procedimento che non si puo applicare sempre. Se per esehgmminio € molto esteso
(come nel caso della variabile velocitd) il procedimenschia di durare tanto tempo e fino
alla fine non abbiamo una idea di quanto valga questa area.

Possiamo rifarci a Galileo. Dato che non era molto ferratonatematica, quello che
faceva quando doveva calcolare un’area era di disegnata sartoncino. Quindi pesava il
cartoncino, ritagliava la figura in questione e quindi pesgwest’ultima. Il rapporto tra peso
della figura e peso del dominio € uguale al rapporto tra le,a@mprech il cartoncino sia
omogeneo

Questa non & una tecnica che si possa facilmente impleraentain computer. Pero pos-
siamo variarla in questa maniera: disegniamo la figura edriidio sul terreno, e lanciamo
sopra di questo un gran numero di sassi, a caso. Dobbiammtiarg che la distribuzione dei
sassi sia omogenea, il che equivale a controllare che Isgpedel cartoncino sia uniforme.
Se lo e, allora basta contare quanti sassi sono cadutifigglia rispetto a quanti sono caduti
nel dominio, ed abbiamo una stima del valore dell'area dgjlaa, come si vede in figura 2.1.

Ovviamente, tanti piu sassi tiriamo, tanto migliore daratima, ma anche con pochi sassi
possiamo avere un’idea grossolana di quanto vale il nastegiiale. La convergenza del valore
dell'integrale al valore asintotico va come la radice qagaldel numerdy di sassi, € quindi
un metodo lento.

Purtroppo, questa soluzione € abbastanza inefficientgenere non possiamo semplice-
mente estrarre punti a caso nel dominio. Che fare per eseseglalominio va all'infinito?
Esiste pero un’altra tecnica. Possiamo costruire deiettorie casuali, denominatammini
a casoo random walk e usare queste traiettorie per “popolare” i nostri quaidret



N= 1000 , pi= 3.1480000
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Figura 2.1: a) Campionamento diretto, 1000 punti.

2.2 Traiettorie stocastiche

L'idea € quella di trovare una dinamieabitraria, che sia possibilmente molto facile e veloce
da calcolare per un computer e che dia una traiettoria ttii@i) (sul “tempo” fittizio k), che
pero abbia latessa distribuzione di probabaitiel problema originale. Inoltre si desidera che
guesta traiettoria esplori rapidamente lo spazio a digpos, cosi che dia subito delle stime
del valore finale. Ovvero, vogliamo una procedura che mi pé&ardi ottenere rapidamente
unasequenza(l),s(2),...,s(k),...s(K) distati o “fotografie” del sistema, su cui calcolare
la media del valore dell’'osservabile,

(Fy— 1 /OTF(s(t)) dt = /F(S)P(s) ds = %ZF(S(W

T

In fondo, se riuscissimo a fare delle fotografie sul sistesmader(e su alcuni sistemi si riesce
a fare qualcosa di analogo), avremmo che per intervalli tgaippiccoli, le fotografie cam-
bierebbero di poco I'una dall’altra (e quindi darebberogodormazione sul valore medio di
una osservabile), mentre se le foto sono distanziate piteago “caratteristico’”, avremmo
una collezione di immagini ben assortita. Se possibileseromo ottenere questa collezione
nel tempo piu corto possibile, adottando una dinamica sh#é€lli” nello spazio appropriato.

Supponiamo che il domino sia adesso molto grande, per esammgi pista circolare di
atterraggio di un eliporto, delimitato da una recinzionadyata. Invece di tirare dei sassi a
caso nel dominio (sarebbe difficile avere una distribuziamérme), partiamo dal centro del
cerchio e tiriamo un sasso a caso, in una direzione arlitra&iaggiungiamo il sasso, e ne

8



Figura 2.2: (a) Il gioco del 15; (b) il gioco del 9 con i movimgmossibili della tessera grigia
nella posizione centrale.

tirlamo a caso un altro, sempre in una direzione arbitré®@.per un momento supponiamo
che il dominio coincida con la superficie di una ciambellajeo che uscendo da un lato della
recinzione si rientri dall’altro, si vede come una tale prdisiira per coprire il dominio di uno
strato omogeneo di sassi.

Ma non viviamo su una ciambella. Prima o poi un sasso useirda@minio, ovvero andra
a cadere fuori dalla recinzione. Che fare in questo caso@a 8e possibilita:

1. Sifafinta di nulla e si getta un altro sasso, sperando afe el dominio.
2. Sitorna indietro all’'ultimo sasso e se ne getta un altro.
3. Sifa qualcosa di diverso.

Ovviamente la risposta giusta e la numero tre. Pero, parecaosa bisogna fare, dobbiamo
ancora una volta cambiare modello.

Prima di procedere, cerchiamo di enucleare l'idea che stiamluppando. Vogliamo
generare una distribuzione di probabilita uniforme atrao un cammino casuale (random
walk), i cui passi hanno orientazione a caso e lunghezzdisidb che segue una determinata
distribuzione di probabilita).

Per capire cosa fare, prendiamo in esame un caso idealaci giel 15, illustrato in fi-
gura 2.2-a, che pero per semplicita riduciamo al gioco9leh cui abbiamo 8 tessere che
Si pOsSsSONo muovere in UunNo spazio composto da una griglaxdB (9) quadrati. Dato che
le tessere non possono sovrapporsi, Si pud pensare che\aersiusia il “buco” (la tessera
mancante, rappresentata come una tessera di colore djvensee illustrato in figura 2.2-b.
Normalmente le tessere vengono mosse con uno scopo, maojuaade dobbiamo rimesco-
lare il tutto, vogliamo che il “buco” si muova a caso. Cerch@di ottenere matematicamente
guesto risultato.

La probabilitaP(s;, t) di trovarsi in un determinato quadrat@d un dato tempo e data
dalla somma delle probabilit&(s;, ¢ — 1) di trovarsi in uno dei quadrafi adiacenti al tempo
precedente, per la probabilita di transizidi&; — ) di fare il “passo” verso il quadrato di
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Figura 2.3: Traiettorie casuali per il calcolo dell’ared derchio. (a) 1000 passi casuali di
ampiezzal = 0.1, la traiettoria non copre ancora uniformemente il domirbp.1000 passi
casuali di ampiezzd = 0.4. La distribuzione € molto pit omogenea.

destinazione,
P(sit) =Y P(sjt—1W(j— ).
J

Possiamo chiamarB(s;,t — 1)W(j — 1) la probabilita di arrivare iri partendo dg in
un passo.

Per chi ama il linguaggio matematico, quello che siamo fdoel cercare un processo
stocastico a tempo discreto (la nostra traiettoria staxagstil processo deve raggiungere uno
stato stazionario, e su tale stato le medie temporali ($allattoria stocastica) devono essere
uguali alle medie su tante diverse realizzazioni del prazdésvvero il processo dev'essere
ergodica In tali condizioni, la media sulle realizzazioni € detarda una catena di Markov
la cui matrice di transizione B/;; = W (i — j). Vogliamo che la distribuzione asintotica di
tale catena sia la nostra distribuzione di probabifi{a;) (che quindi non dipendera piu dal
tempo).

Perché il processo sia stazionario, non dobbiamo averg/&danella probabilita. Questa
condizione si puo ottenere in tante maniere, per esempevatso cicli — j — k — i che
mantengono 'omogeneita del sistema. Tuttavia, la coadezpiu semplice e quella diimporre
il bilancio dettagliato la probabilita di arrivare iri daj in un passo sia sempre uguale a quella
di arrivare inj dai:

P(s))W(j — i) = P(s)W (i — j).

Noi vogliamo che, mediando su un gran numero di mosse, |aapitita di trovare il buco
in uno dei 9 quadrati sia costantB((s;) = 1/9). Quindi otteniamo dall'equazione qui sopra
che la probabilitd? (: — 7) di fare un passo daa j sia la stessa che quella di fare un passo
daj adi, W(j — 1).

Vediamo di trovare esplicitamente queste probabilitaahgsizione. Ovviamente, se i qua-
drati non sono adiacenti, questa probabilita € 0. Nellsizione centrale, se non vogliamo
“sprecare tempo” in mosse inutili, imponiamo che la prob&bdi stare fermo sia nulla, e
quindi che il buco abbia probabilita 1/4 di muoversi vergbquadretti vicini. Imponendo il
bilancio dettagliato dobbiamo quindi avere che la proli@di muoversi tra quadrati adiacenti
e sempre uguale a 1/4. Ma i quadrati che stanno a meta diauhdano solo tre vicini, e quelli
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che stanno sugli angoli ne hanno solo 2. Concludiamo cheolaapilita direstare fermisul
guadrato centrale e 0, sui quadrati a meta dei lati € 1¢4j quadrati di angolo e 1/2, ovvero
uguale alla probabilita di raggiungere un vicino “fuoréltiarea di interesse.

Quindi, abbiamo scoperto cosa dobbiamo fare quando un %asse’ dall’area di inte-
resse: dobbiamo lasciar cadere un altro sasso nel punto stizno (per marcare il fatto che
“stiamo fermi” un turno), e quindi tirare un altro sasso accd3opo un po’ si formeranno dei
mucchietti di sassi vicino alla recinzione, in particolanao negli angoli di questa, ma questo
servira a compensare il fatto che gli angoli sono piu diffda raggiungere dato che hanno
meno “vicini”. Questo metodo si chiama “rejection”.

Come si puo vedere nella figura 2.3, anche con il camminoatasi riesce a coprire il
dominio con una distribuzione omogenea, ovviamente a patdtendere un numero di passi
sufficiente. Si puo accelerare la copertura scegliendaratamente il passo del cammino
casuale.
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3

Back to physics

Vediamo adesso come applicare gli integrali stocastici aaka piu realistici.

3.1 Traiettorie pesate

Per ora abbiamo trattato solo il caso di una distribuziongrdbabilita uniforme in un certa
area (il dominio), e zero fuori da questa. Ma abbiamo visw®rmé sistemi a temperatura fissa
la probabilitaP(s;) € proporzionale axp(—F(s;)/T). Per fortuna, & possibile estendere le
considerazioni fatte anche a questo caso. Riprendendonfeufa per il bilancio dettagliato

P(si)W(i —j) = P(s;)W(j — 1),

si ottiene

Wii—j)_Ps) _ (E(Sz’) - E(Sj))

W =i Pls) " T |
In parole povere la formula precedente dice che la protialilifare un passo dea j € grande
(rispetto alla probabilita di fare un passodai) se I'energia dis; € maggiore di quella d;,
ovvero che in media “si scende” verso energie piu bassenibohinatord” ci dice che questa
differenza si “misura” in unita della temperatura, per pemature alte la differenza conta meno
che per temperature basse.

Ovviamente e facile generalizzare la procedura nel caswiito statos vari in maniera
continua, come nel caso del cerchio nel quadrato: dato utopusi effettua una variazione
casuale, ottenendo. La variazione o spostamento puo essere di ampiezza testaariabile.
Se s’ cade fuori dal dominio, si impon€ = s. La collezione dei vari stati (alcuni dei quali
ripetuti) ci da la traiettoria fittizia (%), su cui poi si effettuano le medie.

La formula precedente ci da solo il rapporto tra le probgbdi transizione. Ci sono varie
“ricette” compatibili con questo rapporto. La piu fama@sprobabilmente quella di Metropolis,
che dice:

1. Calcolal'energid = E(s) della configurazione presente)(
2. Varia la configurazione in qualche maniera casuale, enigos’.
3. Calcola I'energidy” = E(s’) della nuova configurazione.

4. SeF’ < F, “accetta la mossa”, ovvero sostituisccon s'.
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Figura 3.1: Il grafico qualitativo del numero di st&ti", della loro probabilitexp(—E£/T) e
del prodotto di queste due quantita.

5. Altrimenti “accetta la mossa” con probabilitap((E — E')/T)).

Come si vede, le configurazioni ad energia “bassa” sonoifauiaspetto a quelle a energia
alta. Ci si potrebbe domandare come questa “discesa” ¢esti@fi’energia sia compatibile
con il fatto che di solito i sistemi hanno una energia ben d@efinll fatto € che di solito il
numero di configurazioni cresce con I'energia, cosi cleeuti bilancio tra probabilita di sce-
gliere un “passo” che aumenta I'energia con la la probailitompiere effettivamente questo
passo. Per esempio, supponiamo che I'energia cresca catistdaza al quadrato rispetto al-
I'origine degli assi (questa & forma dell’energia cinaticdell’energia potenziale di una molla
armonica). Se ci sono 2 variabili (per esempio la posizioeda velocitaw di un oscillatore
armonico, abbiamo che il numero di punti nel nostro spazghi déati corrispondenti con una
energial sia dato da tutti i punti a distanz4E dall’origine, quindi cresca come la distanza
r = E'/? dall’origine (lunghezza del cerchio). Se abbiamo tre \ailigl numero degli stati
ad energia costante corrispondera alla superficie di wra sf raggio- = £'/2, ovvero cre-
scera come? « E. Se prendiamo 4 variabili lo spazio degli stati sara a 4 disiani, difficile
da visualizzare, ma la “superficie” ad energia costantecerascome-3, ovvero comer>/2.
Per un sistema coiV gradi di liberta, il numero degli stati crescera quindireE (N —1/2,
ovvero piuttosto rapidamente con E. D’altra parte, la pbilia di “salire” con I'energia fino
a I decresce comexp(—FE/T), garantendo da una parte che la traiettoria non “salga” mai
all'infinito ('esponenziale “batte” qualsiasi potenzafioenendo un valore per 'energia media
per grado di liberta (uguale’d/2), come mostrato in figura 3.1.

Infine, possiamo controllare che questa formula sia comiatton quella per i sistemi
chiusi: possiamo considerare il “dominio” precedente caim& zona a energia costante, e lo
spazio “fuori” dalla recinzione come uno spazio a enerdiaiita. La formula ci dice che tutti
i passi “interni” al dominio sono equiprobabili, mentre fuehe oltrepassano la recinzione
hanno probabilita nulla. Oppure, possiamo assegnarg@tia interna una energia nulla, e a
guella esterna una energia positiva, crescente con landestial dominio. A temperatura nulla,
si ha che solo i passi “interni” sono accettati e quelli esteempre rifiutati. A temperature
non infinite (positive) anche alcuni passi esterni sonottatiganche se con probabilita bassa.

In questa maniera, utilizzando il peso dell’energia, poss estendere il dominio all’in-
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finito (se I'energia cresce appunto all'infinito). Questgpermette di fare calcoli anche su
domini “disconnessi”, dato che in questa maniera e pdssfmassare da una “valle” del-
'energia all’altra. Questo e particolarmente utile gdarl dominio o I'area di interesse e
molto frastagliata, dato che altrimenti il sistema regibeeintrappolato molto tempo in ogni

“braccio”.
Queste tecniche vengono sfruttate anche nel caso detliatazione stocastica (simulated

annealing), come illustrato negli approfondimenti.
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4

Approfondimenti

Esaminiamo un po’ pitl in dettaglio alcuni aspetti acceningtrecedenza.

4.1 Dinamica molecolare

Lo studio dei sistemi gassosi del '700 e inizi '800 ci dice ¢h#i i gas, purché abbastanza
diluiti ed a temperature abbastanza alte, si comportara sigssa maniera. Questo vuol dire
che il carattere “gassoso” non dipende molto dalle carstigne delle molecole. E in effetti,
sappiamo che le molecole interagiscono fortemente sole\eldistanza, mentre quando sono
ben distanziate non interagiscono (per questo si richibdel gas sia diluito). Come mostrato
in figura 4.1, I'interazione tra molecole non cariche e imgre di tipo fortemente repulsivo
per una distanzatra i centri minore della distanza interatomiBan un cristallo (come due
palloni da calcio quando si cerca di “comprimerli” uno deritaltro) e debolmente attrattiva (a
causa di effetti quantistici) qguando le molecole sono sdpata una distanza di pochi diametri.

Sappiamo inoltre che la temperatura e legata alla veloodia delle molecole. Se le
molecole sono veloci, quando cozzano stanno in contattarpegmpo molto breve e sentono
solo la parte repulsiva; se invece fossero lente, potrebitare molto tempo ad una distanza
di pochi diametri, e questo potrebbe portare ad un effettatavo (ovvero alla formazione di
goccioline di liquido). Quindi, un gas diluito e a temperatmoderatamente alte si comporta
come una scatola piena di palline da ping-pong.

Cos’e la pressione? La pressione e la forza esercitatangparete, divisa per l'area
della parete stessa. La forza e ovviamente esercitaia pilline che continuamente cozzano
contro la parete. Ma durante ogni urto la forza € molto \mléa La forza € debolmente
attrattiva (pressione verso l'interno della scatola) vieaahe le molecole si avvicinano, per
poi diventare molto repulsiva durante I'urto vero e propritornando poi attrattiva quando
la molecola si allontana. E questo si ripete ad ogni urto. ssimo uno strumento molto
sensibile, sentiremmo un rumore molto variabile.

Ma i nostri sensi non sono in grado di seguire le collisiotliedolecole. Quello che mi-
suriamo e unanedia(indicata d& F')) della forza sulla parete, media calcolata su un intervallo
di tempo che indico con (e che dipende dallo strumento di misura).

Ora, noi siamo in grado, usando un computer, di calcolareotbndi qualche milione di
particelle che interagiscono attraverso la forza illustrsopra. Sul sito web trovate alcuni
programmi per fare queste simulazioni. Un gas “reale” ha umero di particelle dell'or-

15



attrazione
[eD)
=
i
=
=
o
<)
—
N — a

Figura 4.1: Diagramma della forza intermolecolare secdodgchema di Lennard-Jones. Ap-
prossima bene I'andamento delle forze tra automi simmégas nobili). Le forze sono re-
pulsive a piccola distanza ed attrattive a distanze intdieye si annullano a grande distanza.
La quantitak marca il punto in cui la forza si annulla e corrisponde alkiahza interatomica
in un cristallo.

dine di10%3, per cui il nostro miserda(0® & una approssimazione un po’ cruda, ma comunque
funzionale.

Nell’approssimazione “classica”, valida a temperaturbaatbanza alte per cui gli effetti
guantistici sono trascurabili, € possibile calcolaredéettoria (ovvero la sequenza di posizioni
e velocita generate dal moto) di ognuna delle particelle.

Cominciamo con un caso semplice. Lintegrazione numeriamd equazione differen-
ziale del primo ordine per la variabile= x(t)

& = f(z),

dove, seguendo l'uso dei fisici, abbiamo indicato con ung(ijtla derivata rispetto al tempo.
Ricordando la definizione di derivata

& — lim x(t+ At) — :c(t)’
At—0 At

e trascurando il limite peAt — 0, Si puo scrivere
z(t + At) = x(t) + f(z(t))At,

ovvero avanziamo di un passettida nel tempo. Chiaramente, cosi facendo facciamo un
errore, e ci sono schemi piu sofisticati per ridurre questore, ma per il momento utilizziamo
guesto schema.

Come sifa, le equazioni di moto di Newton dicono che le acegleni sono proporzionali
alle forze, ovvero la famosA = ma che noi scriviamo come
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Introducendo la velocita = & possiamo scrivere

e da qui ottenere

x(t+ At) = x(t) + v(t) At

o(t + AL) = v(t) + %f(x(t)).

Questa ¢ il primo passo per la determinazione numerica ttaiettorie del moto di un sistema
fisico. Ovviamente, per i casi pratici € molto meglio utiize algoritmi che non commettano
errori cosi grandi come quello descritto, per non essebdigdii ad utilizzare intervalliniA¢
cosi piccoli che per avere uno spostamento significatigdsogno di un “tempo macchina”
enorme. Certo, questo e un problema di efficienza, ma areffieienza puo convertire un
problema insolubile su scala pratica in un problema “atfbiie”.

4.2 La distribuzione di equilibrio

Vogliamo determinare la distribuzione di equilibiit{ s) piu probabile dati una serie di vin-
coli. Anche se questa affermazione suona un po’ stranad’iél che una distribuzione di
probabilita di da una serie di informazioni su un sisterRansiamo per esempio alla proba-
bilita che esca una determinata faccia di un dael@) coni = 1,2,...,6. Se per esempio il
dato é truccato cosi che(6) = 1e P(1) = P(2) = ... = P(5) = 0, abbiamo la massima in-
formazione (o la minima incertezza) del risultato (esceeni 6). Un “buon” dado é quello
che ci da la massima incertezza, ovvero tale efig = 1/6.

Possiamo definire la quantita di incerteza entropiadella distribuzione”(i), come

S=- Z P(i) log(P(i)),

con l'accortezza di definirélog(0) = 0 (che corrisponde al limitém,_., x log(z)). Come
si puo facilmente verificare, la certezza corrisponde @opid S = 0 mentre la massima
incertezza corrisponde® = log(K'), con K numero di stati.

Vogliamo adesso massimizzasecompatibilmente con certi vincoli. E' come trovare |l
punto di massima altezza di una strada: si massimizza ladis@Zaltezza”, ma con il vincolo
che il punto sia sulla strada (altrimenti ci darebbe la cimarth montagna). Guardando
una cartina geografica, si vede facilmente che il punto disimes (0 minima) altezza sulla
strada si ha quando la strada stessargentead una curva di livello. Si tratta adesso di
riscrivere questa condizione in termini matematici, oevdr applicare la tecnica detta dei
moltiplicatori di Lagrange Per chi ha dimestichezza con I'analisi, I'estremo vintmldi una
funzioneS(xq, x2, 3, . .. ), sottoposta ad un vincol@(xy, =, z3, . . . ) = costante, & dato dalla
configurazioni di variabiliz; tali che

0
S—)G)=0
5 (5 =26 =0,
ovvero, in termini vettoriali
VS —A\VG =0,
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dove ) e una costante da determinare imponendo la condiziondru=ile alla soluzione. In
essenzay S e un vettore perpendicolare alle curve di livellgdil cui modulo ci dice quando
velocementeS' sale o scende). Il vincolo corrisponde all'insieme dei viadelle variabili per
cui G ha un certo valore, quindi si tratta di una curva di livelladlie I'equazione vettoriale
non dice altro che i vettori perpendicolari alle curve delle delle due funzionb e G devono
essere proporzionali, ovvero che le curve di livellgode G devono essere tangenti.

Nel nostro caso, vogliamo massimizzafeche & una funzione delle varie componenti
P(i) della distribuzione di probabilitd. Ma queste compon@ath possono variare libera-
mente, dato che devono obbedire al vincplp P(i) = 1 (normalizzazione della probabilita).
L'equazione dei moltiplicatori di Lagrange in questo casdice che

—log(P(i)) —1 =X =0,

ovvero cheP(i) = costante= 1/K, risultato che corrisponde a quello che aspettavamo
dall’esempio con i dadi (il valore di viene fissato dal vincolo).
Se adesso aggiungiamo il vincolo che I'energia media assumearto valore, ovvero

Y E(i)P(i) = (E) = costante

dobbiamo massimizzare
= D P@)log(P(0) = M 3 P(i) = ha Y B()P().

Si ottiene .

P(i) = — exp(=FE(0)),

incui Z =, exp(—FE(i)) € come nellaltro caso, una costante che permette di larma
zare la distribuzione (primo vincolo). L'altra costante deve essere determinata dal secondo
vincolo.

Consideriamo due sistemi in contatto termico (possono B@am energia ma non cam-
biare volume o scambiare particelle), ovvero che hanneksattemperatufd. Essi avranno
anche la stessa energia media per particella (o meglio: qelogdi liberta), il che ci da
I'indicazione che questa energia media sia collegataaftgeratura.

Supponiamo inoltre che i sistemi siano poco interagensj che I'energial totale del
sistema si possa scrivere come somma dell’energia dellepdie £ = E; + E;. Come
illustrato nell’approfondimento 4.3, in questo caso ldriisizione di probabilita si fattorizza,
P = P, P, e 'entropia si somm& = S; + .S;.

Supponiamo adesso che ci sia il passaggio di una piccolaoperdell’energiag E, dal
sistema 1 al sistema 2 o viceversa. Dato che I'energia tetatenserva, la variazione del-
'energia AE dei due sottosistemi dev’essere tale che, = —AFE,;. Se pero il sistema
e all’equilibrio, I'entropia € massima e quindi la variaze dell’entropia dev’essere nulla al
primo ordine inAE. Quindi

05, 055 0S1 09
AS=—AF +—AFEy,=— —— ) AE, =0.
S oL, L+ 0F» ? <8E1 6E2) =0
e quindi
95, _ 05,
0E,  0F,’
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che deve corrispondere all’equivalenza della temperataradue sistemi.
Una condizione formalmente uguale si ottiene in termodioamn cui I'entropia ha una
definizione almeno apparentemente molto diversa, e in aitishe

s 1

OE T’
conT temperatura termodinamica. Si puo poi dimostrare chetguemperatura e la stessa
di quella definita empiricamente attraverso i termometras @vvero dall’equazione del gas
perfetto. Se adesso identifichiamo I'entropia da noi defi(eéntropia di informazione) con
guellatermodinamica, si scopre che tutto torna, e riusgiatnovare un “nome” per la costante
(3, ovvero otteniamo ldistribuzione di Boltzmann

P(s) = S exp (—E(S)) ,

A T

eI

4.3 La“partizione”

con

Se si possono dividere le variabdiin due insiemi (indipendentiy e y in maniera tale che
I'energiaE(s) siaF(s) = E(x) + E(y), allora

7 = /ds exp (_E;S))
[y xp (B2 W)
[ o () g e ()

= Ly Ly,

dove si e sfruttato il fatto chés = da dy. Da qui

P(s) = %exp <— E(TS))

1 (_E(m) + E(y))

Zaly T
= Po(2)Py(y)-

In un gas, nel limite in cui possiamo considerare le molecolae puntiformi con intera-
zioni istantanee, abbiamo

1

B= 530 S () + ()] + (0)]).

7
e quindi abbiamo che tutte le variabili si separano, le coatéx, iy e = semplicemente non
compaiono nell’energia, mentre le velocita compaionodgaigcamente. Si ottiene che la
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distribuzione di probabilita per le coordinate e piateosizione e equiprobabile dentro il
volume del contenitore), mentre la distribuzione delleoeeh € gaussiana (distribuzione di
Maxwell)

1 —muv?
P(v) T exp < 5T ) :

Il sistema che originalmente avega/ variabili (tre coordinate posizionali e tre velocita
per ognuna delld/ molecole, si spezza i/ problemiindipendenti, ognuno dei quali molto
semplice darisolvere. Si ottiene cosi facilmente la “Egiel gas perfettd®V = NT.

Non sempre il problema € cosi facile. Se invece di molepalgiformi usiamo la forma
della forza illustrata nell’approfondimento 4.1, non s@im grado di separare completamente
il problema: possiamo fattorizzare3@/ velocita, ma le posizioni rimangono accoppiate.

In particolare, possiamo utilizzare la separabilita’dakrgia per studiare separatamente i
vari gruppi di variabili. Spesso, la distribuzione di prbb#a delle velocita e facile da ottenere
anche a mano, mentre quella delle posizioni va calcolatal computer.

4.4 Realizzazione di un processo stocastico

L'analisi che abbiamo fatto ci ha portato a trovare una atéMarkoviV;; = W (i — j) che
ci da la probabilita di transizione tra lo staipe lo statos;. Potremmo iterare semplicemente
la distribuzione di probabilit®(s;, t) secondo I'equazione

P(s;,t+1) ZVV]ZP (s;,1)

e da qui ricavare il valore delle osservabili
Z f(s:i)P(s;,t

Pero, in questa maniera dobbiamo iterare un vettB(e ) che ha moltissime componenti.
Supponiamo per esempio che si voglia studiare un gas comgadiO particelle in una scatola
di lato L. Dobbiamodiscretizzardl sistema in quadretti. Pensiamo di dividere il lato della
scatola in 10 intervalli, ed anche di dividere i possibilioradella velocita in 10 intervalli (una
discretizzazione molto rozza). Lo stato di una particell#ato dalla sua posizione,(, z) e
dalla sua velocita;, v,, v.), ovvero da 6 numeri. quindi i possibili stati di una parti@sono
108, ovvero un milione. Gli stati possibili di 10 particelle spit0®, che & un numero astrono-
mico. E dato che”(s) mi deve dare la probabilita di trovare il sistema in ognuegldstati
possibili, vuol dire cheé” ha10%° componenti (67 ne hal0'?"). Non c’&€ nessuna speranza di
poter comprare un computer con questa memoria, e comunqumgro di operazioni da fare
sarebbe tremendo. Per fortuna, queste configurazioni soito npetitive, per esempio, se le
molecole sono uguali, tutte quelle che si ottengono scamdbidra loro due molecole hanno
le stesse proprieta. Ma tenere traccia di tutte le simmetrolto difficile. E’ molto piu facile
cercare un processo stocastico (una traiettoria) ergatieia la distribuzione di probabilita
cercata come media.

Come si fa a ottenere questo processo? L'idea di base eisengdta una configurazione
s; = s(t) ad un determinato tempo si deve scegliere un’altra configurazioage fare il
passo con probabilits’;;. Cosa vuol dire fare “un passo con una determinata prokiiiili
guello che si fa di solito e utilizzare una funzione (supgpor che si chiamrandom()
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di cui parleremo tra poco, che ogni volta che viene chiami&ana un numero casuale tra
0 (incluso) ed 1 (escluso) con distribuzione di probabiptatta. La probabilita che questo
numero sia minore di una quantjtdtra zero ed uno) e proprjg quindi basta scrivere qualcosa
del tipo

r = random()
if (r < p) then ...

conp = W;,. Seiltestr < p viene passato allor&(t + 1) = s'.

Il problema & cosa fare se il test fallisce. Se, come nel dasbilancio dettagliato, ab-
biamo la liberta di scegliere la probabilita da assegafieemossa nulla, ovvero alla “diagona-
le” W;;, allora basta adottare come strategia che se irtestp fallisce non facciamo nulla
es(t+ 1) = s(t) e semplicemente abbiamo sprecato un passo temporale ¢dialgoritmo
di campionamento sara lento. Per esempio, se prendianoco gel 9, abbiamo visto che la
tessera centrale ha 1/4 di probabilita di muoversi nellgtgo direzioni. Questo pero & vero
solo se scegliamo come mosse possibili lo spostamento qedigro direzioni. Potremmo
invece scegliere a caso un’altra posizione tra le 9 disglarsempre avendo ch#é’;; € zero
tranne che per gli spostamenti sui primi vicini. Ma alloraieganmo che lo spostamento verso
uno dei primi vicini avviene con probability/9, e quindi la tessera deve rimanere ferma con
probabilital — 4/9 = 5/9. L'algoritmo & chiaramente meno efficiente.

Questo esempio sottolinea I'importanza di proporre comas$a” una configurazione tale
che la transizione abbia una probabilita non nulla di aireeMNon vale quindi la pena di sce-
gliere, come configurazion€, una configurazione a caso: abbiamo visto come il numero di
configurazioni aumenti molto velocemente con I'energiaumdj prendendo una configura-
zione a caso sara con grande probabilita una configurazioalta energia, e di conseguenza
la probabilita associata alla mossa sara piccola, edidlgo molto inefficiente. Viceversa,
conviene in genere prendere come configurazibnena piccola variazione di, cosi che la
transizione avvenga con una probabilita alta. Certo, ke clnfigurazionis(t) e s(t + 1)
saranno moltaorrelate e quindi non e corretto effettuare la misurafdsu ogni configura-
zione (altrimenti si finisce per sottostimare le fluttuazidella /). La regola d’oro del calcolo
Monte-Carlo € che I'unita di “tempo fittizio” corrispon@eV passi elementari, dovg € il nu-
mero di variabili del sistema (ovvero dopo che ogni variahté avuto, in media, una occasione
di cambiare).

Esistono comunque algoritmi che possono aumentare la Ipitdali accettazione della
mossa, 0 che possono “scorrelare” rapidamente le configmiazPer esempio, se il mo-
dello sotto esame & “vicino” ad uno risolubile analiticart@e(piccole correzioni all’energia),
si puo sfruttare questa informazione per “preparare” lasapoppure si possono fare molti
cambiamenti contemporaneamente, come nell’algoritmowkrsisen-Wang. Per ulteriori
informazioni, vedere i lavori di Werner Krauth [4].

Avevamo lasciato in sospeso cosa fare nel caso in cui norbg &b liberta di scegliere
Wii. In questo caso, la cosa piu efficiente (non sempre posgibitjuella di preparare tutte
le possibili mosse, con le corrispondenti probabitifa= W, 1, po = W, ,, .... Ovviamente
Zj pj = Zj Wij = 1. Dato un numero casuatgtra zero ed uno), si comincia a confrontarlo
con la prima possibilita, e se fallisce sottraiamoe lo confrontiamo con la seconda, e cosi
via finché non troviamo I'azione corrispondente:

r random()
i=1
while (r > p (i)) then
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r=r- pi
=i+ 1
end while

Ovviamente e molto meglio se le prime mosse proposte soalbegche corrispondono alle
probabilita piu grandi.

Per terminare questa discussione, possiamo domandarei feoum computer, che € una
macchina deterministica (fa la stessa azione ogni voltaiphete dalla stessa configurazione,
anche se a molti utenti questo non sembra vero), a generianarderi casuali.

Ma cosa intendiamo per casuali? per ora abbiamo solo pafdie distribuzione di pro-
babilita, ma ovviamente questa proprieta non esaurisegomento. Anche una sequenza
ordinata di numeri potrebbe “coprire” un intervallo in mara “piatta” (equispaziata) ma in
maniera molto ordinata. In realta, quello che vogliambae it processo sia impredicibile: che
il prossimo numero non si possa prevedere per quante infoomao abbia sul sistema. Pren-
diamo il lancio di una moneta, o il “rosso/nero” alla roudetdb anche la sequenza dei numero
del lotto). Se i processi sono veramente aleatori, alloramoservira a niente conoscere la
serie dei risultati passati (o il “ritardo” del numero dettty), perché ogni nuova estrazione sara
scorrelata dalla precedente.

Questa impredicibilita ha dei risvolti pratici molto imganti: quando i computer vogliono
trasmettersi dei dati in forma criptata, usano dei numee ©bn siano facilmente predici-
bili (senza conoscere delle informazioni che i computepsiosscambiati in precedenza) per
“offuscare” il messaggio.

| computer non possono generare numeri casuali. Peroppossruttare dei processi
deterministici caotici per generare delle sequenze coted®pi di correlazione molto lunghi,
cosi che per trovare delle regolarita si debba osservaeequenza astronomicamente lunga
di passate estrazioni. | buoni sistemi operativi inoltrenfecono dei numeri “impredicibili”
ottenuti sfruttando varie sorgenti di impredicibilitaldeondo in contatto con il computer:
I'intervallo temporale tra eventi quali la pressione di asto o il movimento del mouse, i
pacchetti che arrivano dalla rete ecc.

4.5 Preqi e difetti del metodo Monte-Carlo

Il pregio piu grande del metodo Monte-Carlo € la sua secitpli In fondo si tratta solo di
proporre una nuova configurazione e di calcolare la vanezdell’energia corrispondente.
La cosa che forse disturba piu ingegneri e matematici eschatta di un metodo stoca-
stico: non avremo mai I'area esatta della figura, ma solo ppacgsimazione che (se tutto
va bene) convergera piano piano al valore “vero”. La tedegprocessi stocastici ci dice che
guesta convergenza va come la radice quadrata del numermsg8eyquindi una convergenza
piuttosto lenta: per dimezzare I'errore dobbiamo quadecaps il numero di mosse. D’altra
parte, rispetto al metodo della suddivisione in quadrhathetodo Monte Carlo ha il grande
vantaggio che abbiamo rapidamente una stima del valoréo&ism mentre i dati provvisori
dei metodi “esaustivi” di solito non danno nessuna infonmae sul risultato finale.
Cerchiamo adesso di mettere in evidenza altri punti delebiimttodo. Abbiamo supposto
di poter racchiudere la figura di cui vogliamo calcolaredadentro un dominio semplice. Ma
spesso non conosciamo a priori i limiti della figura. Possi@vviamente “esagerare” e pren-
dere un dominio molto piu grande del necessario, ma queste gltri problemi: supponiamo
di racchiudere il nostro cerchio di due metri di diametromuadrato di lato un chilometro, e
di usare un elicottero per lanciare i sassi. Avremo bisognmcehumero spropositato di sassi.
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Troviamo quindi una “regola aurea” per il metodo Monte Callottimo € avere un rapporto
tra sassi “buoni” e sassi “sprecati” intono al 50%.

Possiamo adattare le raccomandazioni fatte prima al meteldeandom walk: il rapporto
tra i sassi che cadono nella zona di interesse e quelli clenoddori da questa deve essere del
50% per avere la migliore convergenza. Ovvero: se facciamoi ktroppo piccoli, restiamo
guasi sempre o dentro il cerchio o fuori da questo e la coevengy sara troppo lenta. Se fac-
ciamo lanci troppo lunghi di nuovo abbiamo una statistidéiv@a quasi tutti i sassi usciranno
dal recinto e non aumenteremo mai la precisione.

Come si fa a scoprire quale e la distanza ottimale di land8#®ta tenere d’occhio la
frazione di sassi “buoni” e sassi “sprecati”.

4.6 Lottimizzazione stocastica: il simulated annealing

Una delle applicazioni piu creative del metodo Monte-Gatia nell’utilizzare I'analogia tra
energia ed costo di un processo per sviluppare una tecnio#ighizzazione stocastica: |l
simulated annealing (ricottura simulata).

Tutti i processi di ottimizzazione mirano a trovare il mirardi una funzione. Nei casi
reali non banali, le funzioni hanno molti minimi locali, udei quali & il minimo piu minimo
di tutti: il minimo assoluto. Se pensiamo alla funzione caadeun costo, il minimo assoluto
corrisponde alla soluzione di minor costo. Se pensiamo adarta geografica di un paesaggio
alpino, i minimi corrispondono ai punti piu bassi delle lyalli solito sul fondo di un lago.
Alcune valli (senza lago) non hanno minimo, ma una gola cii@@al altre valli. Ovviamente,
il minimo assoluto sulla faccia ella terra corrisponde &dkssa delle Marianne.

Se eliminiamo I'acqua sulla Terra (o lavoriamo su Marte d¢eslulina), possiamo associare
ad ogni minimo un “bacino” di pertinenza: sono tutti i pumtidui, lasciata andare una pallina
(che si muova di moto viscoso), si arriva al minimo in questio

Ovviamente si possono presentare molti casi: il minimo lags@otrebbe essere ben di-
stinguibile, con un bacino molto ampio mentre i minimi “spotrebbero essere molti meno
profondi ed avere bacini piccoli. Questa e una situaziewcdd da risolvere: una volta che
siamo arrivati nel bacino del minimo assoluto, basta coatia a scendere e troviamo il fondo.
Questi sono i metodi deterministici (che ovviamente possEssere anche molto sofisticati,
per aumentare l'efficienza).

Oppure ci potrebbe essere il caso opposto: molti minimyraldei quali profondi, distri-
buiti a caso e con bacini piccoli. Questo e il caso “impagsibnon c’€ molto da fare che
cercare esaustivamente il minimo assoluto.

Per fortuna, sembra che molti dei problemi “mediamenteaddiffiabbiano una struttura
ad imbuto (funnel): se visti “a grana grossa” mostrano unatstra semplice, con una valle
larga ed un minimo chiaro, mentre su scala piu piccola coiaio ad apparire dei minimi
locali, con bacini abbastanza piccoli. Questo del restachail caso delle valle alpine: se noi
lasciamo andare giu una palla da ping-pong probabilmemstg si blocchera tra due sassi
(un minimo locale), se lanciamo una pallone del diametraudiche metro (o aspettiamo che
la valle sia coperta di neve) probabilmente arriviamo mpitoin basso.

Il metodo del simulated annealing & adatto a questi casiamahte difficili. Esistono
problemi “difficili” (anche se non impossibili) in cui ci sormolti minimi, e per questi casi
sono state sviluppate delle varianti del simulated annggtome il simulated tempering).

Certo, non sempre siamo interessati al minimo assolutossspa accontentiamo di un
“buon” minimo, magari vicino al punto di partenza (come favbluzione naturale), oppure
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siamo interessati a sapere qual’e la statistica dei mjnimmodo da sapere quanto tempo
occorrera in media per trovare delle soluzioni migliorgdielle gia trovate, e se il gioco vale
la candela.

Esempi di problemi “mediamente difficili” sono quelli in cihinumero di soluzioni cre-
sce in maniera combinatoria. Un esempio classico ¢ il probldel commesso viaggiatore:
dato un insieme di citta disposte su una carta geograficesiro commesso deve tracciare
l'itinerario di lunghezza minima che passi da tutte leecdatieno una volta. Una soluzione e
rappresentata dalla lista delle citta da visitare in agdima ovviamente ci sono molte possibili
itinerari. Un problema simile potrebbe essere quello d@struzione di un orario scolastico,
che tenga conto del numero di ore di ogni materia, delle padigilita dei docenti, del fatto
che non si possono avere piu di tre ore consecutive di unarrmatercando di non avere
“buchi”, ecc.

Queste soluzioni sono caratterizzate da una funzione ,cdstova minimizzata, e da una
serie di vincoli che non possono essere violati.

Data una soluzione proposta, I'approccio intuitivo e tuedl variarla in maniera compati-
bile con i vincoli, tenendo traccia di quelle variazioni cigassano il costo, e ripartendo poi
da queste. Cosi facendo, resteremo pero intrappolati minimo locale, come la pallina da
ping-pong che resta incastrata tra i sassi.

Se ci immedesimiamo in Poseidone, dio dei terremoti, possiovare la soluzione al
problema della pallina: agitiamo un po’ la Terra cosi ch@adlina rimbalzi, sperando che
prosegua la sua discesa verso il fondovalle.

L'idea del simulated annealing € simile. Se immedesimisarfanzione costo con I'ener-
gia di un sistema fisico, possiamo effettuare una simulazMonte-Carlo ad una determinata
temperaturd’. Quando la temperatura € alta, il punto rappresentatvedluzione) puo “sal-
tellare” qua e la, quando la temperatura € bassa inveetwedfa di preferenza dei movimenti
che abbassano I'energia.

Sappiamo inoltre che, se aspettiamo un tempo lungo, lakdigtone di probabilita della
traiettoria Monte-Carlo approssimera la distribuzionBatzmann

Plo) = yow (-5

ovvero sara concentrata in corrispondenza delle confzganmiacorrispondenti alle energie piu
basse, con una “dispersione” data dalla temperdiurd_a temperatura permette al punto
rappresentativo di “saltare fuori” dai minimi locali, infefti la dinamica “non vede” tutti i
minimi che hanno una profondita (rispetto ai “passi”) cleeadineT’. Se la nostra funzione
costo ha una struttura ad imbuto, possiamo supporre che, wogerto tempo, la distribu-
zione di probabilita sia concentrata in corrispondenddatedo dell'imbuto. A questo punto
possiamo abbassare la temperatura, concentrando la pit@datcorrispondenza dei minimi.
Se “raffreddiamo” molto lentamente il sistema, riusciania &ne a raggiungere il minimo
assoluto.

Sitratta, anche piu del Monte-Carlo, di una procedurddania lenta. Il punto piu difficile
e quello di generare nuove configurazioni che siano comiiaton i vincoli. Per facilitare il
compito e possibile “addolcire” i vincoli, inserendolilleefunzione costo con un peso alto,
cosi che sia piu facile generare nuove configurazioni ®@s$@ eventualmente violare un vin-
colo per qualche passo. Per esempio, nella costruzione draro scolastico si potrebbe
“mettere da parte” per qualche tempo una materia, salveeganta alla fine.

Il simulated annealing non esaurisce il problema delboizzazione stocastica. Wikipedia
e un buon punto di partenza per approfondire I'argomento.
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